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摘要：利用数字图像相关技术开展工业纯钛 5 种不同高宽比 CT 试样的疲劳裂纹扩展率试验，分别采用传统应力强度因子范围
ΔK 和基于 CJP 模型理论框架的新应力强度因子范围 ΔKCJP对数据进行分析，得到的 da/dN-ΔK 和 da/dN-ΔKCJP曲线均有效反映
了试验数据分布规律，具有良好的拟合效果。相较于传统参量 ΔK，ΔKCJP直接由裂尖位移场求解，无需进行修正即可用于材料
疲劳裂纹扩展率描述，具有与 CT 试样高宽比无关的特性；作为 ΔKCJP的两个组成参量，ΔKF、ΔKR与传统 ΔK 数据间均呈现出
某种总体变化趋势，分别可用二次多项式和线性方程表征。构造了 ΔKCJP 与 ΔK 的关联函数，并由此推导出 ΔKCJP 表达式，为
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Abstract：Fatigue crack growth rate tests of commercial pure titanium specimens with 5 different height-width ratios of CT 
specimens using the digital imagine correlation technique are carried out. The traditional stress intensity factor range, ΔK, and the new 
definition of the stress intensity factor range, ΔKCJP, which is under the theory of the CJP model, are utilized in the analysis of the test 
data. Both the da/dN-ΔK curve and the da/dN-ΔKCJP curve reflect the distribution of the test data effectively and show good fitting 
effects. Compared to the traditional ΔK, the ΔKCJP is obtained directly from the displacement fields near the crack tip and can be 
utilized without correction, and has a characteristic of height-width ratio-independent for CT specimens. Furthermore, as two 
component parameters of ΔKCJP, both ΔKF and ΔKR show some certain general change trends with the traditional ΔK, which can be 
described by using the quadratic polynomial and the linear equation respectively. Based on this, a correlation curve is constructed to 
determine the expression of ΔKCJP. Thus, an effective approach is established for using the da/dN-ΔKCJP curve in the failure analysis 
and the safety assessment of materials and structures, which extends the engineering applications of the CJP model. 
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型基于 MUSKHELISHVILI 势函数法 [11]，采用
WESTERGAARD 方程特例[12]，结合遗传算法和下
降单纯形法，能对弹性体内受载但处于闭合状态的







MUSKHELISHVILI 势函数法，但与 PACEY 的简化

















的应力强度因子新参量 KII，使 CJP 模型能同样适应
于 I、II 混合型裂纹，被称为双轴 CJP 模型，它为
斜裂纹裂尖应力场的描述提供了有效手段。




的意义和价值。VASCO-OLMO 等 [21]基于 von 
MISES 和 TRESCA 屈服准则，对裂纹扩展过程中的
裂尖塑性区形状和尺寸进行了分析，比较了















1  CJP 模型 
CJP模型是一种基于MUSKHELISHVILI势函数
的新的裂尖场模型[13]，是本文工作的理论基础，为便





生的剪应力。CHRISTOPHER 等[13]给出了图 1 所示 
 
图 1  裂纹受力示意图 













在 CJP 模型中，I 型加载条件下的裂尖应力场
可表示为[13] 
 ( ) 1 1'2 21 1 54 8 cos cos2 2 2 2x A B E r B rθ θσ − −= − + + − −  
 ( )( )121 5ln cos 3cos2 2 2C Er r θ θ− ⎡− + +⎢⎣  
 ( ) 125sin 3sin ( )2 2 O rθ θθ ⎤+ +⎥⎦  (1) 
 ( ) 1 12 21 1 54 8 cos cos2 2 2 2y A B E r Brθ θσ − −= − − + +  
 ( )( )121 5ln cos 5cos2 2 2Er r θ θ− ⎡ − +⎢⎣  
 ( ) 125sin 5sin ( )2 2 O rθ θθ ⎤− +⎥⎦  (2) 
 ( )1 12 21 5sin sin sin2 2 2xy r A B Erθ θσ θ− −= − + − ×  
 ( ) 123 3ln cos sin ( )2 2r O rθ θθ⎡ ⎤+ +⎢ ⎥⎣ ⎦  (3) 
式中，r 为到裂尖的距离；θ 为与裂纹面的极角；A、
B、C、E 为定义裂尖应力场的 4 个待求参量。 
相似地，裂尖位移场可表示为[18] 
 ( ) ( ) 122 2 2x yu iu k B E zμ ⎡+ = − + +⎢⎣  
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式中，ux和 uy分别为水平位移和垂向位移；μ 为剪









lim 2π 2 lnF yrK r Er rσ
−
→
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0
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 T C= −  (8) 
式中，KF为驱动裂纹扩展的张开型应力强度因子，
当不存在塑性诱导屏蔽作用时，其值与传统 I 型裂









2  试验材料与方法 
试样取材于 1 mm 厚工业纯钛板材。为了研究
试样几何变化对疲劳裂纹扩展率的影响，探索 CJP
模型在疲劳裂纹扩展行为描述方面的应用，利用激




弦波加载，应力比为 0.1，最大载荷为 700 N。材料
力学性能和化学成分见表 2、3。 













CT1 1.0 非标准 CT 试样 
700 0.1 10 正弦波
CT2 0.8 非标准 CT 试样 
CT3 0.6 标准 CT 试样 
CT4 0.5 非标准 CT 试样 
CT5 0.4 非标准 CT 试样 
    表 2  工业纯钛化学成分的质量分数    (%) 
元素 Fe C N O H Ti 
含量 0.10 0.01 <0.01  0.12  0.002  >99.758 
表 3  工业纯钛力学性能 
弹性模量 
E / MPa 
抗拉强度 
σb / MPa 
屈服强度 





105 000  448  390  20  0.33 
 





图 2  试样外形和尺寸(mm) 
为了便于开展 DIC 研究和进行裂纹长度测量，
对 CT 试样的两个表面采用不同方法进行处理。用






用精度为 10 μm 的移动显微镜观测裂尖位置，进而
确定裂纹长度。 
所有疲劳试验均在英国普利茅斯大学工程学院
的 ElectroPuls E3000 动态试验机上完成。如图 3 所
示，试验时将配有 10 倍微距变焦镜头(MLH-10×)
的累积扫描单色摄像机垂直对准试样散斑表面，由
Dantec Q-400 3D 数字图像相关系统进行裂尖位移





图 3  试验装置 
应的载荷序列包含了最小载荷和最大载荷，以供
DIC 分析后进一步获取基于 CJP 模型的新应力强度




3  结果与分析 
3.1  裂纹扩展驱动参量 
3.1.1  传统应力强度因子范围 ΔK 
应力强度因子范围是常用的裂纹扩展驱动参
量。图 4 给出了 CT 试样主要尺寸符号示意图[23]，












α+−∆ = × × × −−  




试验中，除使用 h/b 为 0.6 的标准 CT 试样外，
















图 4  CT 试样 
 
图 5  F2数值曲线 
通过对图 5 进行数字化处理并用四次曲线拟
合，可得 h/b 为 0.4、0.5、0.6、0.8、1.0 的试样应力
强度因子修正函数分别为 
 ( ) ( )22_ 0.4 0.755 3.23 11.61F a b a b= + − +  
 ( ) ( )3 413.28 4.98a b a b−  (11) 
 ( ) ( )22_ 0.5 0.681 1.89 6.94F a b a b= + − +  
 ( ) ( )3 48.27 3.25a b a b−  (12) 
 ( ) ( )22_ 0.6 0.443 2.32 6.66F a b a b= + − +  
 ( ) ( )3 47.36 2.80a b a b−  (13) 
 ( ) ( )22_ 0.8 0.461 1.51 4.00F a b a b= + − +  
 ( ) ( )3 44.30 1.61a b a b−  (14) 
 ( ) ( )22_1.0 0.353 2.00 4.84F a b a b= + − +  
 ( ) ( )3 44.88 1.73a b a b−  (15) 









于 CJP 模型的新的应力强度因子范围 
 ( ) ( )CJP F,max R,max F,min R,minK K K K K∆ = − − − =  













图 6  典型位移场与近裂尖分析区域 




6b 所示，内径设置为 0.5 mm 以避免裂尖塑性区的
影响，外径设置为 2 mm 以确保分析区域位于弹性
场内。通过描绘垂向(加载轴向)位移场，寻找位移
连续变化与突变分界点来确定裂尖位置。 
3.2  裂纹扩展率曲线 
3.2.1  da/dN-ΔK 数据与 da/dN-ΔKCJP数据 
用五点法[25]对试验获得的 a-N 数据进行处理，
得到试样裂纹扩展率 da/dN。将试验中 5 个不同 h/b
值 CT 试样的 da/dN-ΔK 和 da/dN-ΔKCJP数据分别绘
制于图 7 所示双对数坐标中。由图 7a 可知，尽管各




参量时，如图 7b 所示，da/dN-ΔKCJP 数据同样呈现
强烈的窄带线性分布状态。值得强调的是，在以
ΔKCJP 为裂纹扩展驱动参量时，da/dN-ΔKCJP 数据无
需经过修正，表现出对 CT 试样高宽比差异的不敏 
 






3.2.2  da/dN-ΔK 与 da/dN-ΔKCJP曲线 
分别基于 da/dN-ΔK 与 da/dN-ΔKCJP数据，可利
用 Paris 公式[26]拟合得到二者对应的裂纹扩展率均
值曲线如下 
 ( ) ( )dlg lgd ′ ′= + ∆a A B KN  (17) 
 ( ) ( )CJPdlg lgd ′ ′= + ∆a A B KN  (18) 
式中，A′和 B′为利用最小二乘法拟合试验数据得到
的曲线常数，连同拟合线性相关系数 r 一起列于表
4。同时，将 da/dN-ΔK 与 da/dN-ΔKCJP 均值曲线及
试验数据绘于图 8。 
表 4  裂纹扩展率均值曲线参量 
da/dN-ΔK 曲线 da/dN-ΔKCJP 曲线 
A′ B′ r A′ B′ r 
-6.901 5 2.462 1 0.987 0 −6.334 0 2.096 0 0.984 7
 











在较高扩展驱动参量范围内(当 ΔK 和 ΔKCJP高于 40 
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MPa·m1/2 时)，传统 da/dN-ΔK 曲线可能给出更高的
扩展率预测结果。加之两种驱动参量获取手段并不
相同，故不能依据图 8 来判断哪种曲线更偏保守。 


















图 9 给出了 ΔKF、ΔKR随 ΔK 变化的情况，不
难看出，对 ΔKF和 ΔK 而言，二次多项式较能反映
数据间的总体变化趋势，而线性方程则更适于表征
ΔKR 与 ΔK 之间的关联。因此，分别选择这两种函
数对图中数据进行拟合，可得 
 2F 0.025 5 0.404 6 17.34K K K∆ = ∆ − ∆ +  (19) 
 R 0.165 4 4.575K K∆ = ∆ −  (20) 
 
图 9  ΔKF、ΔKR与 ΔK 之间的关系 
将式(19)、(20)代入式(16)，可得 ΔKCJP 与 ΔK
之间的关联函数 
 2CJP 0.025 5 0.57 21.915K K K∆ = ∆ − ∆ +  (21) 
图 10 为试验获得的 ΔKCJP数据与 ΔK 数据，同
时给出了利用式(21)得到的两种裂纹扩展驱动参量
关联曲线，显然该曲线对试验数据有良好的拟合效




图 10  关联函数对 ΔKCJP与 ΔK 关系的拟合效果 
例如，在本文试验条件下，当给定裂纹长度 a
为 8.5 mm 时，根据式(10)可分别计算得到 5 种 h/b
比值试样的 ΔK 数据，利用关联函数式(21)即可获得
















ΔK /  
(MPa·m1/2)
式(10) 
ΔKCJP /  
(MPa·m1/2) 
式(21) 
da/dN /  
(mm/cycle) 
式(17) 
da/dN /  
(mm/cycle) 
式(18) 
CT1 55.32 68.42 2.45×10-3 3.25×10-3 
CT2 31.03 28.78 5.91×10-4 5.30×10-4 
CT3 19.71 20.59 1.93×10-4 2.63×10-4 
CT4 17.43 19.73 1.43×10-4 2.40×10-4 
CT5 16.71 19.51 1.29×10-4 2.35×10-4 
4  结论 
(1) 基于 CJP 模型理论框架定义的新应力强度
因子范围 ΔKCJP 直接由裂尖位移场求解，可有效用
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